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	DEVOIR SURVEILLÉ DE MATHS N°11 / 2016



I) Exercice sur les équations différentielles.
1) Résoudre sur 
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 l’équation différentielle 
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 ; donner les solutions dérivables sur R, et les solutions de classe 
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 sur R.

2) Sur quelle courbe se trouve les points à tangente horizontale des courbes des fonctions solutions de cette équation ? Et les points à tangente de pente 1 ?

3) Tracer l’allure des solutions sur 
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 (tracer en pointillé les courbes du 2) et tracer 3 courbes solutions représentatives des divers cas, en indiquant bien les éventuelles tangentes horizontales et tangentes de pente 1).

II) Exercice sur les séries ; étude de 
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Soit 
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une suite à termes strictement positifs, et 
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1) Montrer que si la série 
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 est convergente, alors la série 
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 aussi.

2) On suppose la série 
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 divergente.

a) Donner un exemple où la série 
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  est grossièrement divergente.

b) Montrer que si 
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 tend vers 0, alors 
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 est, elle aussi, divergente.

Indication : montrer d’abord que 
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c) Appliquer ceci pour montrer que la série 
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 est divergente, puis que la série 
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d) Montrer que par contre, la série 
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 est convergente.

Indication : montrer d’abord que 
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e) Appliquer ceci pour montrer que la série 
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 est convergente, puis que la série 
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  est convergente.

III) Problème d’algèbre linéaire sur les déterminants de Hankel.

Dans ce problème K désigne R ou C, et n et p désignent toujours des entiers naturels.

1) Propriétés des comatrices.

Soit A une matrice carrée d’ordre 
[image: image23.wmf]2

n

³

 à coefficients dans K. On note 
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 la comatrice de A, formée des cofacteurs des éléments de la matrice A.

a) Rappeler la valeur du produit 
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b) Si le rang de A vaut n, quel est celui de 
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c) Montrer que si 
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, alors 
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 . On pourra considérer l’application linéaire 
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 associée à A et l’application linéaire 
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d) Montrer que si 
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  ; il existe une sous-matrice de A obtenue en barrant une ligne et une colonne de A qui est inversible. En déduire que 
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 n’est pas nulle ; quel est donc son rang ?

e)  Montrer que si 
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  alors toute sous-famille à 
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 éléments de la famille des n colonnes de A est liée. En déduire que 
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 est nulle. 

f) On suppose que 
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 pour tous i,j,k,l entre 1 et n.

2) Soit 
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 une suite d’éléments de K.
On pose 
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 (matrice carrée d’ordre p+1), et 
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a) Que vaut donc 
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On dira que 
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 « vérifie la propriété 
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 sont nuls pour tout n.

b) Identifier les suites vérifiant 
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c) Soit 
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 une suite vérifiant 
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 et alors  tous les termes suivants sont nuls, soit 
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 et alors tous les termes suivants sont nuls. Pour finir, quelles sont les suites vérifiant 
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d) Soit 
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 une suite vérifiant une relation de récurrence du type 
[image: image54.wmf]011

...

npnpnp

uauau

+-+-

=++

 pour tout n ; montrer qu’elle vérifie 
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REM : si vous n’avez pas réussi le c), le cas p = 1 devrait vous aider ici.

Nous allons maintenant montrer la réciproque de d).

3) Dans cette partie, p est un entier fixé 
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Soit 
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 une suite vérifiant 
[image: image60.wmf]p

H

 et on pose 
[image: image61.wmf],1

nnp

D

d

-

=

 ; on suppose de plus qu’il existe un 
[image: image62.wmf]0

1

n

³

 tel que 
[image: image63.wmf]0

n

d

 soit non nul, donc que 
[image: image64.wmf](

)

n

u

 ne vérifie pas 
[image: image65.wmf]1

p

H

-

.


a) On note 
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 (autrement dit les cofacteurs des 4 coins de la matrice) en fonction de termes de la suite 
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b) En déduire que la suite 
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 vérifie 
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 (utiliser 1) f)) . En déduire qu’elle n’est jamais nulle.


c) Montrer que la matrice 
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 est de rang 1.


d) Montrer que si 
[image: image72.wmf]1

n

³

, la dernière ligne de 
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e) En déduire que la première ligne de 
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[image: image77.wmf](

)

0,

p

comM

, avec un coefficient de proportionnalité non nul.


f) Soit 
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4) Applications.


a) Soit 
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 vérifiant la propriété 
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 et de premiers termes 
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Calculer 
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 ; montrer qu’on est dans les conditions de 3), et appliquer 3)f) pour obtenir une expression de 
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b) Calculer 
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 en utilisant 2) d) (on pourra chercher une relation entre 
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